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Problema 2: Num triângulo ABC, o incírculo é tangente nos lados BC, CA, ABem 
D, E, F, respetivamente. Suponha que existe um ponto X na reta EF tal que 


END = A NO = 


Seja M o ponto médio do arco BC do circuncírculo de ABC, não contendo A. Prove 
que a reta MD passa por E ou F. 


Solução 


Como ZXBC = ZXCB = 45º, então temos que 
ZBXC = 90º e BX=XC, ou seja, M, O e X pertencem 
a mediatriz de BC. 


Ao desenhar o diagrama pela primeira vez, ZXBC = 
ZXCB = 45º, X encontra-se um pouco acima da reta 
FE, então a nossa ideia é aumentar o declive da reta 
FE e para isso, escolhi aproximar o ponto A do ponto 
B. 


Solução 


Através desse método para fazer com que X pertença à 
reta FE, podemos reparar que ZABC é próximo de 
90º. Assim, podemos formular nossa primeira 


conjetura. 


Conjetura 1: Se F, E e X forem colineares tal que 
ZXBC = ZXCB = 45º, então ZABC = 90º 


Solução 


Através desse método para fazer com que X pertença à 
reta FE, podemos reparar que ZABC é próximo de 
90º. Assim, podemos formular nossa primeira 


conjetura. 


Conjetura 1: Se F, E e X forem colineares tal que 
ZXBC = ZXCB = 45º, então ZABC = 90º. 


Repare que a configuração do diagrama é bastante 
semelhante à configuração do “Iran Lemma”. 


Iran Lemma 


Enunciado: O incírculo de ABC é tangente a BC, 
CA, AB em D, E, F, respetivamente. Sejam Pe Q os 
pontos médios de BC e AC, respetivamente 

A reta Ble EF intersetam-se em X. 


Então BX | CX e retas EF, BI, PQ concorrem em X. 
A demonstração deste lema envolve apenas 


conhecimentos de angle chasing e a sua demonstração 


é deixada como exercício ao leitor. 


Vamos agora provar a nossa conjetura anterior com o 


auxílio deste lema. 


Solução 


Proposição 1: Sem perda de generalidade, AB < AC. 
Se F, E e X forem colineares tal que ZXBC = ZXCB 
= 45º, então ZABC = 90º. 


Prova: 

Repare que a circunferência de diâmetro BC, interseta 
a reta FE no máximo em dois pontos e ambos esses 
pontos possui as propriedades que o Iran Lemma 
fornece (pois o ângulo nesse ponto será 90º pelo 
teorema do ângulo inscrito). 


Sem perda de generalidade, AB < AC. 

Como X é colinear com Fe E e ZBXC = 90º, então 
pelo Iran lemma, I é colinear com B e X. Assim como 
ZXBC = 45º, temos ZABC = 22XBC = 90º e assim 


está demonstrado. o 


Solução 


Pela proposição 1, ZABC = 90º e assim resulta que 
FIDB é um quadrado. Portanto F e D pertencem à 
mediatriz do segmento FD. 


Solução 


Pela proposição 1, ZABC = 90º e assim resulta que 
FIDB é um quadrado. Portanto F e D pertencem à 
mediatriz do segmento BI. 


Pelo teorema de Trillium, BM = IM e assim 
concluímos que M pertence a mediatriz do segmento 
BI. 


Portanto, F, D, M são colineares, tal como queríamos 


mostrar. a 


Solução 


Diagrama no GeoGebra: 
Do problema: https://www.geogebra.org/calculator /gduhsjas 
Do Iran Lemma: https://www.geogebra.org /calculator /ngvrkztu 


